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خلاصه: در اين مقاله يک جزء دو گرهي برپایه‌ی نگره‌ی برشی مرتبه یکم )FSDT(، براي تحليل ارتعاش آزاد و کمانش 
تيرهای چندلایه متقارن پیشنهاد می‌گردد. برای رابطه‌سازی جزء، ميدان جايجايي از درجه سوم و ميدان دوران آن نیز از 
درجه دوم انتخاب می‌شود. هم‌چنين کرنش برشي جزء نيز مقداري ثابت فرض شده است. با نوشتن کارمايه کل تير و ايستا 
کردن آن نسبت به کرنش برشي، تابع‌هاي دروني‌اب براي ميدان جابه‌جايي و دوران تير به صورت صریح محاسبه مي‌شود. 
شایان ذکر است که با کاهش ضخامت تیر، تابع‌های درون‌یاب جزء پیشنهادی، به تابع‌های درونیاب جزء اولر-برنولی تبدیل 
می‌شوند و مشکل قفل برشی در آن رخ نمی‌دهد. با بهره جويي از اين تابع‌هاي دروني‌اب، ماتريس سختي تير محاسبه 
مي‌شود. در ادامه با نوشتن معادلات حاکم بر ارتعاش آزاد تير، شکل صریح ماتريس جرم انتقالی و دورانی جزء پيشنهادي نيز 
محاسبه مي‌شود. هم‌چنین، با بهره‌جویی از تابع‌های درون‌یاب، ماتریس سختی هندسی جزء نیز در دسترس قرار می‌گیرد. 
در پايان با آزمون‌هاي عددي پرشمار دقت و کارايي جزء پيشنهادي مورد ارزيابي قرار مي‌گيرد. برای این منظور، تیرهای 
چندلایه متقارن با شرط‌های مرزی و نسبت طول به ضخامت گوناگون تحلیل می‌گردد. این آزمون‌ها نشان دهنده‌ی دقت 
بالای جزء در تحلیل ارتعاش آزاد و کمانش تیرهای چندلایه متقارن نازک و ضخیم می‌باشند. هم‌چنین، نبود مشکل قفل 

برشی در جزء پیشنهادی نیز به اثبات می‌رسد.
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1- مقدمه
تیرهای چندلایه به دلیل خواصی نظیر مقاومت، سختی و سبکی 
دارای کاربردهای وسیعی در ساخت سازه‑های مختلف مهندسی مانند 
عمران، مکانیک و هوافضا می‑باشند. تاکنون، تئوری‑های زیادی برای 
این گونه سازه‑ها پیشنهاد شده است. در نگره‑ی کلاسیک  تحلیل 
صفحات CBT(1(، اثر برش وارد تغییر شکل صفحه نمی‑گردد. این 
شیوه، برای تیر‑های نازک پاسخ مناسب را به دست می‑دهد ولی با 
افزایش ضخامت، خطای پاسخ نیز افزایش پیدا می‑کند. برای تحلیل 

1   Classic beam theory 

تیر‑های ضخیم که اثر تغییر شکل‑های برشی تأثیرگذار می‑باشد، 
تئوری  و   )FSDT(2 اول  مرتبه  برشی  شکل  تغییر  تئوری  گونه  دو 
تغییر شکل برشی مرتبه بالا HSDT(3( گسترش یافته‑اند. در نگره 
)FSDT( با توجه به پنداشت ثابت بودن کرنش برشی در هر مقطع 
تیر، تغییرات جابه‑جایی درون صفحه تیر در راستای ضخامت، خطی 
میان‑تار  بر  تیر  راستای ضخامت  در  اما خط جابه‑جایی  می‑باشد، 
عمود نخواهد بود. این شیوه در تیرهای تا ضخامت متوسط، پاسخ با 
 ،)HSDT( دقت مناسب را به دست می‑دهد. در مقابل، در نگره‑ی
گر چه پاسخ دقیقتری را بخصوص در تیرهای با ضخامت بالا به دست 
2   First order shear deformation theory
3   Higher order shear deformation theory
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 )FSDT( می‑دهد، اما نیازمند تلاش محاسباتی بیشتری نسبت به
است ]1[. 

یکی از موضوعات مهم در تحلیل تیرهای چندلایه، تحلیل ارتعاش 
آزاد آن می باشد. تا کنون شیوه‑های گوناگونی برای حل تحلیلی و 
عددی ارتعاش آزاد این گونه تیرها پیشنهاد شده است. چاندارشخارا 
و همکاران1 برپایه نگره برشی مرتبه یکم، یک شیوه تحلیلی را برای 
پاسخ ارتعاش آزاد تیرهای چندلایه با شرط‑های گوناگون مرزی ارائه 
کردند ]2[. هم‑چنین خدیر و ردی2 نیز پاسخ تحلیلی ارتعاش آزاد 
تیرهای چندلایه با چیدمان متعامد برپایه نگره های گوناگون برشی، 
پایه  بر  محدود  جزء  یک  بانجرا3  و  چاندارشخارا   .]3[ آوردند  بدست 
پیشنهاد  چندلایه  تیرهای  آزاد  ارتعاش  تحلیل  برای  را   )HSDT(
کردند ]4[. تا کنون پژوهش‑های کمتری بر روی کمانش تیر نسبت 
به ارتعاش آزاد آن صورت پذیرفته است. خدیر و ردی پاسخ تحلیلی 
کمانش تیرهای چندلایه با چیدمان متعامد و شرطهای مختلف مرزی 
برپایه  همکاران4  و  چاکرابروتی   ،2002 سال  در   .]5[ کردند  ارائه  را 
برش مرتبه یکم اصلاح شده تحلیل ارتعاش آزاد و انتشار موج را در 
تیرهای چندلایه با ناپیوستگی سازه‑ای را مورد بررسی قرار دادند ]6[. 
چن و بین5 با گسسته سازی رابطه‑های فضای حالت و بهره‑جویی 
را  لایه  تیرهای چند  آزاد  ارتعاش  تحلیل  دیفرانسیل،  مربعات  فن  از 
نگره  پایه  بر  همکاران6  و  مورتی   ،2005 سال  در   .]7[ دادند  انجام 
درجه  هشت  با  گرهی  دو  جزء  یک  شده،  اصلاح  بلای  مرتبه  برشی 
آزادی را برای تحلیل ارتعاش آزاد تیرهای چندلایه نامتقارن پیشنهاد 
کردند ]8[. هم‑چنین، آیدوگدو7 با راهکار ریتز، تحلیل ارتعاش آزاد 
و کمانش تیرهای با چیدمان متعامد و زاویه‑ای را به انجام رسانید 
 ،8)CUF( کریرا  یکپارچه  رابطه‑سازی  از  بهره‑جویی  با   .]11-9[
انجام دادند  ایستایی تیرهای چندلایه را  کاتاپانو و همکاران9 تحلیل 
]12[. لزگی نظرگاه و همکاران10 در سال 2011، برپایه نگره برشی 
را،   C1 پیوستگی  با  گرهی  سه  جزء  یک  شده،  اصلاح  بالای  مرتبه 
برای تحلیل ایستایی و ارتعاش آزاد تیرهای چندلایه پیشنهاد کردند 

1   Chandrashekhara et al.
2   Khdeir and Reddy
3   Chandrashekhara and Bangera
4   Chakraborty et al.
5   Chen and Bian
6   Murthy et al.
7   Aydogdu
8   Carrera’s Unified Formulation
9   Catapano et al.
10   Lezgy-Nazargah et al.

]13, 14[. شایان ذکر است جزء پیشنهادی توسط این پژوهشگران 
و  تلوکلائی  جعفری   2012 سال  در  است.  برشی  قفل  مشکل  فاقد 
همکاران11، با استفاده از راهکار ضرائب لاگرانژ، پاسخ تحلیلی ارتعاش 
آزاد تیرهای چندلایه را ارائه کردند ]15[. در این سال وو و تهای12، 
یک جزء دو گرهی با ده درجه آزادی را برای تحلیل ارتعاش و کمانش 
پاسخ  همکاران13،  و  لی   .]16[ کردند  پیشنهاد  چندلایه  تیرهای 
نگره‑های گوناگون مرتبه‑ی بالا برای ارتعاش آزاد تیرهای چندلایه 
را بار روش اجزای محدود طیفی، مقایسه کردند. آنها برای اینکار یک 
جزء دو گرهی با هشت درجه آزادی را رابطه‑سازی کردند ]17[. در 
سال 2015 وانگ و همکاران14، روش اجزای محدود هم‑هندسی را 
هم‑چنین   .]18[ بردند  بکار  چندلایه  تیرهای  کمانش  تحلیل  برای 
از چندجمله‑ای‑های  استفاده  با  فیلیپی و همکاران15،  این سال  در 
چبیشف تحلیل ایستایی و ارتعاش آزاد تیرهای چندلایه را انجام دادند 
از روش ریتز و  با استفاده  ]19[. در سال 2016، مانتاری و کانالز16 
تحلیلی  پاسخ  پیوندی،  و سری‑های  مثلثاتی  بردن سری‑های  بکار 
 )HSDT( ارتعاش آزاد و کمانش تیرهای چندلایه را بر پایه‑ی نگره
ارائه کردند ]20, 21[. هم‑چنین در این سال، کایا17 یک جزء درجه 
تیرهای  کمانش  تحلیل  برای  را،  یکم  مرتبه  برشی  نگره  برپایه  بالا 
چندلایه پیشنهاد کرد ]22[. عثمان و همکاران18، یک جزء سه گرهی 
کردند  رابطه‑سازی  چندلایه  تیرهای  آزاد  ارتعاش  تحلیل  برای  را 
]23[. در سال 2017 نگوین و همکاران19 با بهره‑جویی از سری‑های 
مثلثاتی، یک شیوه تحلیلی جدید بر پایه )HSDT( را، برای واکاوی 
کردند  پیشنهاد  چندلایه  تیرهای  آزاد  ارتعاش  و  کمانش  ایستایی، 
تحلیلی  پاسخ  نیز،  ریتز  روش  از  استفاده  با  آن‑ها  ]24[. همچنین، 
ایستایی، کمانش و ارتعاش آزاد تیرهای چندلایه را به‑دست آوردند 
]25[. غضنفری و همکاران20 نیز در سال  2019، بر پایه رابطه‑سازی 
تحلیل  هم‑هندسی،  شیوه  از  استفاده  و   )CUF( کریرا  یک‑پارچه 
ارتعاش آزاد تیرهای چندلایه را انجام دادند ]26[. یادآوری می‑گردد 
که، یک مرور جامع بر مقالاتی که در زمینه تحلیل ایستایی، کمانش و 

11   Jafari-Talookolaei et al.
12   Vo and Thai
13   Li et al.
14   Wang et al.
15   Filippi et al.
16   Mantari and Canales
17   Kahya
18   Osman et al.
19   Nguyen et al.
20   Ghazanfari et al.
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ارتعاش آزاد تیرهای چندلایه منتشر شده است، توسط صیاد و قوگال1 
انجام شده است ]27[.

در این مقاله برای ارتعاش آزاد و پایداری تیرهای چندلایه متقارن، 
یک روش جدید اجزای محدود بر پایه‑ی نگره‑ی برشی مرتبه یکم 
پیشنهاد شده است. در بخش دوم مقاله، رابطه‑های اجزای محدود 
جزء پیشنهادی آمده است. برای رابطه‑سازی جزء، ميدان جابه‑جايي 
جزء از درجه سوم و ميدان دوران آن از درجه دوم انتخاب شده است. 
ادامه،  در  است.  فرض شده  ثابت،  نیز  جزء  برشی  کرنش  هم‑چنین 
تابع‑های  تیر،  برشی  و  خمشی  کارمایه‑ی‑  تابع  از  بهره‑جویی  با 
درون‑یاب این جزء به صورت دقیق محاسبه شده است. بهره جویی 
از این تابع شکل‑های دقیق، سبب از بین رفتن مشکل قفل برشی در 
هنگام نازک شدن تیر شده است. در بخش سوم و چهارم مقاله، با به 
کار بردن این تابع‑های درون‑یاب، ماتریس سختی، ماتریس سختی 
هندسی و ماتریس جرم جزء، به صورت صریح حساب شده است. با 
بهره‑جویی از این ماتریس‑ها در بخش پنجم مقاله، ارتعاش آزاد تیر 
و کمانش تیرهای چندلایه متقارن با شرایط مختلف تکیه‑گاهی مورد 
نشان دهنده‑ی دقت  آزمون‑های عددی،  قرار گرفته است.  ارزیابی 
بالای جزء پیشنهادی در تحلیل پایداری و ارتعاش آزاد این گونه تیرها 

می‑باشد.  

2- رابطه‑سازی اجزای محدود
دوران جزء،  و  ميدان‑های جابه‑جایی  اجزای محدود،  در روش 
با تابع‑هاي دروني‑اب به تغييرمکان‑هاي گرهي وابسته مي‑گردد. 
شکل 1 جزء دو گرهی پیشنهادی چند لایه را نشان می‑دهد. براي 
محاسبه تابع دروني‑اب جزء، ميدان جايجايي از درجه سوم و ميدان 
مي‑شود  فرض  هم‑چنين  مي‑گردد.  انتخاب  دوم  درجه  از  دوران 
مي‑باشد. بنابراین می‑توان  0γ که کرنش برشي در تیر، مقدار ثابت

نوشت:

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 11 1 1 1

2 2
ji www s s l s ls sβ β= − + + + − + − �)1(

( ) ( ) ( )2
01 1 1

2 2
ji s s s

θθθ α= − + + + − �)2(

0γ γ= �)3(

1   Sayyad and Ghugal

2 1xs
l

= −
�)4(

مجهول   ، 0γ و  1 0 0, ,β β α عامل‑هاي کنوني  رابطه‑هاي  در 
برشي  کرنش  معادله  نخست  عامل‑ها،  اين  يافتن  براي  مي‑باشند. 
داده  قرار   0γ برابر  آن  مقدار  و  برپا مي‑گردد  تيموشنکو  براي جزء 

مي‑شود:

2dw dw
dx l ds

γ θ θ= − = ⋅ − �)5(

( )

2
0 0 1 1

2
0

2 2 3
2 2

1 1 1
2 2

ji

i j

ww ls l ls
l

s s s

γ β β β

θ θ α

 
= − + − + − − 

 
− +   − − −   

   

�)6(

2s مساوي  و  s کنوني، ضريب جمله‑هاي رابطه‑ي  به  توجه  با 
مجهول  عامل  برحسب   1 0,β α عامل‑هاي  بنابراين  مي‑باشد.  صفر 

0γ به دست مي‑آيد:

( )0
1
8 i jβ θ θ= − �)7(

( ) ( )0 0
3 1 1
2 2j i i jw w

l
α γ θ θ = − − − + + 

 
 �)8(

1 0
1
6

β α= �)9(

شایان ذکر است که در تیرهای چندلایه متقارن، فقط عامل‑های 
55A وجود دارند و سایر عامل‑های  11D و سختی برشی سختی خمشی
سختی صفر می‑باشند. این عامل‑های سختی برای تیرهای چندلایه، 

به صورت زیر به‑دست می‑آید:

2 2
11 112

h

h
D b z Q dz

−
= ∫ �)10(

  
 جزء تیر پیشنهادی :1شکل 

  
شکل 1. جزء تیر پیشنهادی

Fig. 1. Proposed laminated beam element
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2

55 552

h

s h
A bk Q dz

−
= ∫ �

)11(

sk ضریب اصلاح برش مقطع  b عرض تیر و در رابطه‑های کنونی،
) به صورت  )

55
kQ ) و )

11
kQ تیر می‑باشد. هم‑چنین، عامل‑های سختی

زیر حساب می‑شود:
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22

cos 2 2

sin cos sin

k k k k
k

k
k k k

Q Q Q Q
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، زاویه لایه k ام نسبت به محور x می‑باشد.  kθ در این رابطه‑ها
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کارمايه‑ي کرنش برشي نيز مي‑توان به صورت زير نوشت:
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گرهي وابسته نمود. بنابراين روابط کلي اجزاي محدود را مي‑توان به 

صورت زير نوشت ]28[:

{ } [ ]{ }E

dw
dx B D

dw
dx

ε
θ

 
  = = 
 − +
  

�)27(

[ ] [ ]
0

1

d
dxB N

d
dx

 
 

=  
 −  

�)28(

 )25( رابطه‑ی  دروني‑اب  تابع  ماتریس   [ ]N رابطه‑ها اين  در 
] ماتريس کرنش مي‑باشد. بنابراین ماتریس  ]B می‑باشد، هم‑چنین
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، وابسته به خصوصیات مکانیکی  mD  در رابطه‑ی کنونی ماتریس
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با محاسبه‑ رابطه‑ی )29(، ماتریس سختی جزء به صورت زیر 
به دست می‑آید:
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3- ماتریس جرم
کارمایه‑ی جنبشی تیر با اثر برش را می‑توان به صورت جمع دو 

بخش کارمایه‑ی جنبشی انتقالی و دورانی نوشت ]29[:
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بنابراین ماتریس جرم جزء را می‑توان به صورت زیر نوشت:
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عامل‑های ماتریس بالا، به صورت زیر تعریف می‑شوند:
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] نیز، می‑توان به صورت  ]2M هم‑چنین ماتریس‑ جرم دورانی
زیر به دست آورد:
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عامل‑های بکار رفته در ماتریس کنونی به صورت زیر می‑باشند:
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آوردن  به دست  و  آزاد  ارتعاش  براي تحلیل  یادآوری می‑گردد، 
، بايد مسأله مقدار ويژه‑ی زیر را حل  ( )iω فرکانس‑هاي طبيعي تير

کرد:

[ ] [ ]( )2det 0K Mω− = �)38(

] به ترتیب، ماتریس  ]M ] و ]K در رابطه‑ی کنونی، عامل‑های
سختی و ماتریس جرم کل سازه می‑باشند.

4- ماتریس سختی هندسی
مي‑شود.  استفاده  خنثي  تعادل  مفهوم  از  کمانش  تحليل  براي 
تير در وضعيت تعادل خنثي مي‑تواند هر دو شکل مستقيم و يا خم 
شده را داشته باشد. با فرض کوچک بودن تغییرمکان‑ها، میزان کار 
بار خارجی ناشی از کمانش خمشی را می‑توان به صورت زیر نوشت:
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P نیروی محوری می‑باشد. بنابراین با توجه  در رابطه‑‑ی کنونی
به معادله )39( ماتریس سختی هندسی جزء به صورت زیر حساب 

می‑شود:
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به صورت  ماتریس سختی هندسی  بالا،  رابطه‑ی  با محاسبه‑ی 
زیر به دست می‑آید:
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زیر  صورت  به  کنونی،  هندسی  سختی  ماتریس  عامل‑های 
می‑باشند:
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گردد.  صفر  سازه  کل  سختي  که  داد  خواهد  رخ  زماني  کمانش 
هم‑گذاري  روي  از  سازه  کل  ماتريس سختي  که  داشت  توجه  بايد 
ماتريس سختي هر جزء سازه به دست مي‑آيد. بنابراين بار بحراني 
را مي‑توان با مساوي صفر قرار دادن دترمينان ماتريس سختي کل 

سازه به دست آورد:

[ ]( ) [ ] [ ]( )det det 0t G crK K P K P= − = ⇒ �)43(

و  ماتریس سختی  ترتیب،  به   [ ]GK و  [ ]K رابطه‑ی کنونی در 
نیز   [ ]tK می‑باشند. هم‑چنین سازه  کل  هندسی  ماتریس سختی 
ماتریس سختی کل سازه با اثر نیروی محوری می‑باشد. شایان ذکر 
تير  کمانشي  بار   )43( معادله  ويژه‑ي  مقدار  کوچک‑ترين  است، 

خواهد بود.

5- آزمون‑های عددی
آزمون‑های  پیشنهادی،  جزء  کارآیی  و  دقت  منظور سنجش  به 
تیرهای چندلایه  آزاد و کمانش  ارتعاش  عددی در دو بخش تحلیل 
دیگر  یافته‑های  با  پیشنهادی  جزء  پاسخ‑های  و  می‑گردد  انجام 
این  تمامی  در  که  است  ذکر  شایان  می‑شود.  مقایسه  پژوهشگران 
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5 پنداشته می‑شود. 6sk = آزمون‑ها، ضریب اصلاح برش تیر

5-1- آزمون عددی یکم )تحلیل ارتعاش آزاد(
در این بخش دقت جزء پیشنهادی در تحلیل ارتعاش آزاد تیرهای 
چندلایه متقارن مورد ارزیابی قرار می‑گیرد. برای این منظور، ابتدا 
یک تیر یک لایه چندسانگرد ساخته شده از ماده گرافن-اپوکسی با 

مشخصات زیر تحلیل می‑گردد ]2[:

1

2

23

12 13

12

3

144.84 ,
9.65 ,
3.45

4.14 ,
0.3,

1389.79

E GPa
E GPa
G GPa
G G GPa

kg m
ν

ρ

=
=
=
= =
=

=

�)44(

طول  به  ضخامت  نسبت  و  ساده  تکیه‑گاه‑های  دارای  تیر  این 
15l می‑باشد. با به کار بردن تعداد جزءهای متفاوت تیر  h = برابر 
مورد نظر تحلیل می‑شود و بسامدهای طبیعی پنج مود اول آن بر 
حسب کیلو هرتز حساب می‑گردد. نتیجه‑ی تحلیل جزء پیشنهادی 
به همراه پاسخ سایر پژوهشگران در جدول 1 درج شده است. یادآوری 
صورت  به   ]2[ همکاران  و  چاندارشخارا  پاسخ‑های  که  می‑گردد 
یافته‑های  هم‑چنین  می‑باشد.  یکم  مرتبه  برش  پایه  بر  تحلیلی 

چاکرابورتی و همکاران ]6[ نیز بر اساس برش مرتبه اول اصلاح شده 
و به روش اجزای محدود به دست آمده است. بررسی این جدول نشان 
به  است.  بالا  پیشنهادی  و سرعت همگرایی جزء  دقت  که  می‑دهد 
اول کمتر  فرکانس مود  بردن 4 جزء، خطای  کار  به  با  گونه‑ای که 
از 0/4 درصد می‑باشد. هم‑چنین، مشاهده می‑شود که با افزایش 
تعداد جزءها، نتایج روش پیشنهادی به پاسخ مرجع ]2[ که مبنای 
تغییر  نزدیک می‑شود. هم‑چنین، حالت‑های  بسیار  دارد،  تحلیلی 

شکلی تیر برای پنج مود اول نیز در شکل 2 نشان داده شده است.
تحلیل  در  پیشنهادی  جزء  کارآیی  دادن  نشان  بهتر  منظور  به 
از  شده  ساخته  لایه  چهار  تیر  یک  لایه،  چند  تیرهای  آزاد  ارتعاش 
ماده گرافن-اپوکسی با زاویه‑های مختلف برای لایه‑ها و با چیدمان 
، تحلیل می‑گردد. در این حالت نیز، عامل بدون  , , ,θ θ θ θ − − 

   

بعد بسامد زاویه‑ای اصلی تیر برای شرط‑های مختلف تکیه‑گاهی 
یادآوری  می‑گردد.  حساب   15l h = ضخامت به  طول  نسبت‑  و 
می‑گردد که، عامل بدون بعد بسامد زاویه‑ای تیر چندلایه به صورت 

زیر حساب می‑گردد:
2

1

l
h E
ω ρω  

=  
 

�)45(

این تیر، با بکار بردن 16 جزء تحلیل می‑شود. پاسخ‑های جزء 
نتایج سایر پژوهشگران در جدول 2 درج شده  به همراه  پیشنهادی 
 ،S حرف  با  ساده  تکیه‑گاه  جدول  این  در  است،  ذکر  شایان  است. 

 های ساده گاهاپوکسی با تکیه-چندسانگرد ساخته شده از ماده گرافن( تیر یک لایه kHzهای طبیعی )بسامد :1جدول 
 1 2 3 4 5 روش تعداد جزء  شماره مود

 - 661/19 591/8 581/3 767/0 2 

 جزء پیشنهادی 
453/18 019/14 302/5 649/2 758/0 4 
318/10 462/7 873/4 573/2 756/0 8 
486/9 086/7 755/4 554/2 755/0 16 
267/9 992/6 726/4 549/2 755/0 32 
       
 [ 2]چاندارشخارا و همکاران   - 755/0 548/2 716/4 960/6 194/9
 [ 6] چاکرابورتی و همکاران   10 755/0 563/2 816/4 283/7 935/9
 [ 30]نگره کلاسیک   - 813/0 250/3 314/7 002/13 316/20

 

  

جدول 1. بسامدهای طبیعی )kHz( تیر یک لایه چندسانگرد ساخته شده از ماده گرافن-اپوکسی با تکیه گاه های ساده 
Table 1. Natural Frequencies of simply supported orthotropic beam with one layer made of graphene-epoxy
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های ساده  گاهاپوکسی با تکیه-تغییرشکلی پنج مود اول تیر یک لایه گرافنهای حالت: 2شکل   

  

 

 

Mode 1
Mode 2
Mode 3
Mode 4
Mode 5

شکل 2. حالتهای تغییرشکلی پنج مود اول تیر یک لایه گرافن-اپوکسی با تکیه گاه های ساده 

Fig. 2. First five mode shapes of the simply supported orthotropic beam made of graphene-epoxy

,ای اصلی بدون بعد برای تیر چهار لایه با چیدمان  بسامد زاویه: 2جدول   , ,    − −  
 های  شرط روش زاویه 

 0 15 30 45 60 75 90 گاهی تکیه 
 [ 24]نگوین و همکاران   6563/2 5108/2 1033/2 5367/1 0121/1 7608/0 7317/0

SS 7320/0 7611/0 0124/1 5368/1 1032/2 5105/2 6560/2   [ 2]چاندارشخارا و همکاران 
 جزء پیشنهادی  2/ 6566 2/ 5110 2/ 1035 1/ 5369 1/ 0124 0/ 7611 0/ 7320
 [ 24]نگوین و همکاران   9116/4 7173/4 1307/4 1973/3 2029/2 6825/1 6205/1

CC 6200/1 6815/1 1984/2 1843/3 0981/4 6635/4 8487/4   [ 2]چاندارشخارا و همکاران 
 جزء پیشنهادی  8522/4 6667/4 1003/4 1854/3 1988/2 6816/1 6199/1
 [ 24]نگوین و همکاران   9832/0 9259/0 7683/0 5553/0 3631/0 2722/0 2618/0

CF 2619/0 2723/0 3631/0 5551/0 7678/0 9249/0 9820/0   [ 2]چاندارشخارا و همکاران 
 جزء پیشنهادی  0/ 9821 0/ 9249 0/ 7678 0/ 5552 0/ 3631 0/ 2723 0/ 2619

 
 

  



, , ,θ θ θ θ − − 
    جدول 2. بسامد زاویهای اصلی بدون بعد برای تیر چهار لایه با چیدمان 

Table 2. Non-dimensional fundamental frequency of four layered beam with , , ,θ θ θ θ − − 
   

 
, , ,    − −   شکل3: اثر زاویه الیاف بر روی عامل بدون بعد فرکانس تیر چهار لایه با چیدمان 
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, , ,θ θ θ θ − − 
    شکل3. اثر زاویه الیاف بر روی عامل بدون بعد فرکانس تیر چهار لایه با چیدمان

Fig. 3. Effects of the fiber angle change on the nondimensional fundamental frequency of , , ,θ θ θ θ − − 
     laminated beams 

with various boundary conditions
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تکیه‑گاه گیردار با حرف C و تکیه‑گاه آزاد تیر با حرف F نشان داده 
شده است )به عنوان نمونه علامت SS بیان‑گر تیر با هر دو تکیه‑گاه 
در  پیشنهادی  که جزء  نشان می‑دهد  این جدول  می‑باشد(.  ساده 
بالایی  دقت  از  نیز  زاویه‑ای  چیدمان  با  چندلایه  تیرهای  تحلیل 
برخوردار می‑باشد. همچنین، مشاهده می‑شود که پاسخ‑های جزء 
پیشنهادی به نتایج مرجع ]2[ که مبنای تحلیلی دارد بسیار نزدیک 
است. به منظور بهتر نشان دادن اثر زاویه الیاف بر روی بسامد طبیعی 
این تیر، تغییرات عامل بدون بعد فرکانس نسبت به زاویه الیاف برای 

شرط‑های مختلف تکیه‑گاهی در شکل 3 نشان داده شده است.
در ادامه یک تیر سه‑ لایه متقارن با چیدمان متعامد لایه‑ها‑ به 
با شرایط مختلف تکیه‑گاهی و نسبت‑های  0 و  ,90 ,0 

 
   صورت

می‑گردد  تحلیل   50l h = و  10l h =  ، 5l h = ضخامت به  طول 
و پاسخ جزء پیشنهادی با نتایج سایر پژوهشگران مقایسه می‑شود. 
این تیر، با بکار بردن 16 جزء پیشنهادی تحلیل می‑شود. همچنین، 

مشخصات مواد برای هر لایه تیر به صورت زیر می‑باشد:

1 2 12 13 2

23 2 12

40 , 0.6 ,
0.5 , 0.25

E E G G E
G E ν
= = =
= =

�)46(

زاویه‑ای  بسامد  بعد  بدون  عامل  پاسخ‑ها،  مقایسه  راحتی  برای 
اصلی تیر چندلایه، به صورت زیر حساب می‑شود:

2

2

l
h E
ω ρω  

=  
 

�)47(

نتایج سایر پژوهشگران در  پاسخ‑های جزء پیشنهادی به همراه 
ردی  و  خدیر  پاسخ‑های  جدول  این  در  است.  شده  درج   3 جدول 
]3[ و نیز وو و تهای ]16[ بر پایه نگره برشی مرتبه یکم می‑باشد. 
هم‑چنین، پاسخ‑های مرجع ]25[ و ]8[ بر پایه‑ نگره برشی مرتبه 
بالا به دست آمده است. بررسی این جدول نشان می‑دهد که جزء 
و  با ضخامت‑های مختلف  تیر  تحلیل  بالایی در  از دقت  پیشنهادی 
شرط‑های گوناگون تکیه‑گاهی برخوردار است. هم‑چنین، مشاهده 
می‑شود که پاسخ‑های جزء پیشنهادی به نتایج خدیر و ردی ]3[ که 

با شیوه تحلیلی به دست آمده است، بسیار نزدیک است.

5-2- آزمون عددی دوم  )تحلیل کمانش(
تحلیل  در  پیشنهادی  جزء  کارآیی  و  دقت  سنجش  منظور  به 
کمانش تیرهای چندلایه، یک تیر سه‑ لایه متقارن با چیدمان متعامد 

0ای اصلی بدون بعد برای تیر سه لایه با چیدمان بسامد زاویه :3جدول  ,90 ,0 
  

 روش   گاهی های تکیهشرط
CF CC SC SS 
230/4 601/11 - 206/9 

5 

 [ 25]نگوین و همکاران  
 [ 8]مورتی و همکاران   207/9 238/10 602/11 230/4
 [ 16]وو و تهای   205/9 - - -
 [ 3]خدیر و ردی   205/9 652/9 432/10 134/4
 جزء پیشنهادی  9/ 216 9/ 664 10/ 447 4/ 135
490/5 707/19 - 607/13 

10 

 [ 25]نگوین و همکاران  
 [ 8]مورتی و همکاران   611/13 600/16 719/19 491/5
 [ 16]وو و تهای   665/13 - - -
 [ 3]خدیر و ردی   670/13 335/16 051/19 479/5
 جزء پیشنهادی  13/ 679 16/ 350 19/ 075 5/ 480
262/6 629/37 - 449/17 

50 
 [ 25]نگوین و همکاران  

 [ 16]وو و تهای   456/17 - - -
 جزء پیشنهادی  17/ 469 26/ 682 37/ 670 6/ 267

 

  

l
h

0 ,90 ,0 
 
  

 
جدول 3. بسامد زاویهای اصلی بدون بعد برای تیر سه لایه با چیدمان

Table 3. Non-dimensional fundamental frequency of three layered beam with 0 ,90 ,0 
 
  
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با شرایط مختلف تکیه‑گاهی و  و   0 ,90 ,0 
 
   به صورت لایه‑ها‑ 

50l تحلیل  h = 10l و h =  ، 5l h = نسبت‑های طول به ضخامت
می‑گردد و با یافته‑های دیگر پژوهشگران مقایسه می‑شود. شایان 
ذکر است در این حالت نیز برای تحلیل تیر، 16 جزء به‑ کار می‑رود. 
رابطه )46( آمده است.  برای هر لایه، در  همچنین، مشخصات مواد 
برای راحتی مقایسه پاسخ‑ها، عامل بدون بعد بار کمانش، به صورت 

زیر حساب می‑شود:
2

3
2

cr
cr

P lP
E bh

= �)48(

نتایج سایر پژوهشگران در  پاسخ‑های جزء پیشنهادی به همراه 
و  پاسخ‑های خدیر  جدول 4 درج شده است. شایان ذکر است که، 
با شیوه تحلیلی به دست آمده  ردی ]5[ بر پایه برش مرتبه یکم و 
بر  بالا  درجه  گرهی   5 جزء  یک  از  استفاده  با  نیز   ]22[ کایا  است. 
پایه برش مرتبه یکم، بار کمانشی را بدست آورده است. پاسخ‑های 
مانتاری و کانالز ]20[ و همچنین، نگوین و همکاران ]24[ نیز بر پایه‑ 
نگره برشی مرتبه بالا به دست آمده است. بررسی این جدول نشان 
می‑دهد که جزء پیشنهادی از دقت بالایی در تحلیل کمانش تیر با 
برخوردار  تکیه‑گاهی  گوناگون  شرط‑های  و  مختلف  ضخامت‑های 

پیشنهادی  جزء  پاسخ‑های  که  می‑شود  مشاهده  است. هم‑چنین، 
به نتایج خدیر و ردی ]5[ که با شیوه تحلیلی به دست آمده است، 

بسیار نزدیک است.

6- نتیجه‑گیری
ارتعاش  تحلیل  برای  بالا  دقت  با  و  کارآ  جزء  یک  مقاله  این  در 
آزاد و کمانش تیرهای چندلایه متقارن پیشنهاد شد. جزء پیشنهادی 
دارای دو گره و چهار درجه آزادی می‑باشد. هم‑چنین، رابطه سازی 
اجزای  رابطه‑سازی  برای  شد.  انجام  یکم  مرتبه  برش  پایه  بر  جزء 
آن  دوران  میدان  سه،  درجه‑ی  از  جزء  جابه‑جایی  میدان  محدود، 
بهره  با  گردید.  اختیار  ثابت  نیز  آن  برشی  کرنش  و  دو  درجه‑ی  از 
آن  کردن  کمینه  و  تیر  برشی  و  خمشی  کارمایه‑ی  تابع  از  جویی 
مجهول  عامل‑های  دیگر  یافتن  با  گردید.  تیر حساب  برشی  کرنش 
تابع میدان جابه‑جایی و دوران جزء و هم‑چنین به کار بردن کرنش 
برشی محاسبه شده، تابع‑های درون‑یاب جزء، به دست آمد. در ادامه 
ماتریس  ماتریس‑ سختی،  تابع‑های درون‑یاب  این  بردن  به کار  با 
سختی هندسی و ماتریس جرم جزء پیشنهادی به صورت صریح به 
دست آمده است. در پایان برای نشان دادن کارآیی و دقت جزء در 

0عامل بدون بعد کمانش برای تیر سه لایه با چیدمان  :4 جدول ,90 ,0 
  

 روش   گاهی های تکیهشرط
CF CC SC SS 
- 971/10 492/9 585/8 

5 

 [ 22]کایا  
 [ 20]مانتاری و کانالز   585/8 192/10 502/11 673/4
 [ 24]نگوین و همکاران   613/8 - 652/11 708/4
 [ 5]خدیر و ردی   606/8 412/9 802/10 747/4
 جزء پیشنهادی  8/ 612 9/ 418 10/ 813 4/ 748
- 345/34 828/25 885/18 

10 

 [ 22]کایا  
 [ 20]مانتاری و کانالز   796/18 090/27 365/34 757/6
 [ 24]نگوین و همکاران   832/18 - 453/34 772/6
 [ 5]خدیر و ردی   989/18 940/25 426/34 797/6
 جزء پیشنهادی  19/ 004 25/ 974 34/ 513 6/ 780
886/7 398/114 - 906/30 

50 
 [ 24]نگوین و همکاران  

 جزء پیشنهادی  30/ 931 61/ 288 114/ 830 7/ 887
 

 

l
h

0 ,90 ,0 
 
  

جدول 4. عامل بدون بعد کمانش برای تیر سه لایه با چیدمان 

Table 4. Non-dimensional buckling load of three layered beam with 0 ,90 ,0 
 
  
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تحلیل ارتعاش آزاد و کمانش تیرهای چندلایه، آزمون‑های پرشماری 
با نسبتهای مختلف طول به ضخامت و شرط‑های مرزی انجام شد. 
نتایج این آزمون‑ها، دقت و کارآیی بالای جزء پیشنهادی را در تحلیل 
ارتعاش و کمانش تیرهای چندلایه در حالت‑های مختلف را به اثبات 

می‑رسانند.
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